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Les pavages, qu’est-ce que c’est ?

Recouvrir le plan (ou l’espace) avec des copies de certaines tuiles de base.
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Pour quoi faire ?

I Ornementer des bâtiments (alhambra de Grenade)
(17 types de pavages périodiques du plan)
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Pour quoi faire ?

I Paver des rues (Helsinki)
(pavage de Penrose)
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Pour quoi faire ?

I Intérêt en cristallographie (comprendre la structure atomique de la matière)

I Modélisation de phénomènes décrits localement (Automates Cellulaires)

I Définir une manière de réaliser des calculs : tuiles de Wang
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Plan de l’exposé

1 Des tuiles de Wang pour paver le plan
Définition
Quelques exemples

2 Deux problèmes classiques
Le problème du Domino
Jeux de tuiles apériodiques

3 Peut-on tout calculer ?
Algorithmes, programmes et calculs
Un modèle de calcul : les machines de Turing
Le problème de l’arrêt

Nathalie AUBRUN Pavages, Apériodicité et Calculabilité 4 / 35



Tuiles de Wang (1961)

Dans cet exposé, on se restreint à des pavages

du plan,

par des tuiles carrées portant une couleur par arête,

avec nombre fini de couleurs,

où les tuiles sont placées sommet contre sommet,

où deux tuiles voisines portent la même couleur sur leur arête commune.

X ×

Interdiction de tourner les tuiles ! !

Etant donné un jeu de tuiles τ , on s’intéresse à tous les pavages valides par τ .
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Premier exemple
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Deuxième exemple

Nathalie AUBRUN Pavages, Apériodicité et Calculabilité 7 / 35



Deuxième exemple
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Et celui-là ?

Nathalie AUBRUN Pavages, Apériodicité et Calculabilité 8 / 35



Plan de l’exposé

1 Des tuiles de Wang pour paver le plan
Définition
Quelques exemples

2 Deux problèmes classiques
Le problème du Domino
Jeux de tuiles apériodiques

3 Peut-on tout calculer ?
Algorithmes, programmes et calculs
Un modèle de calcul : les machines de Turing
Le problème de l’arrêt

Nathalie AUBRUN Pavages, Apériodicité et Calculabilité 9 / 35



Le problème du Domino : énoncé

Jeu fini de tuiles de Wang τ (une infinité de copies de chaque tuile)

Règles d’adjacences

X ×

Exemple de pavage par τ

Problème du Domino
Entrée : Un jeu de tuiles τ
Sortie : Oui s’il existe un pavage valide par τ , Non sinon.
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Le problème du Domino : remarque

Problème du Domino
Entrée : Un jeu de tuiles τ
Sortie : Oui s’il existe un pavage valide par τ , Non sinon.

Si le jeu de tuiles τ ne permet pas de paver le plan, je suis capable de le détecter.
Comment ?

⇒ Méthode par essai-erreur.

Partie difficile du problème : comment savoir qu’un jeu de tuiles permet de paver le plan ?

Pour aller plus loin : voir le premier atelier proposé !
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Pavages périodiques (I)

On se donne un jeu de tuiles τ .

On regarde les motifs finis rectangulaires que l’on peut construire.

Parmi ceux-ci, on cherche les motifs qui peuvent être « collés à eux-mêmes ».
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Pavages périodiques (II)

On dit que le pavage du plan ainsi obtenu est périodique.
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Premier exemple

Peut-on construire un pavage périodique ?
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Deuxième exemple

Peut-on construire un pavage périodique ?

Nathalie AUBRUN Pavages, Apériodicité et Calculabilité 15 / 35



Deuxième exemple

Peut-on construire un pavage périodique ?

Nathalie AUBRUN Pavages, Apériodicité et Calculabilité 15 / 35



Et celui-là ?

Nathalie AUBRUN Pavages, Apériodicité et Calculabilité 16 / 35



Existence de jeux de tuiles apériodiques ?

Un jeu de tuiles est apériodique s’il permet de paver le plan, et si aucun des pavages
valides n’est périodique.

Conjecture (Wang, 1961)

Si un jeu de tuiles de Wang permet de paver le plan, alors il peut toujours le faire de
manière périodique.

Question
Peut-on on construire un jeu de tuiles de Wang apériodique ?

Pour aller plus loin : voir le deuxième atelier proposé !
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Algorithmes, programmes et calculs (I)

Un algorithme est une suite d’instructions qui conduit à un résultat. Par exemple :

cuisiner des canelés,

se rendre au musée des Confluences depuis ce bâtiment,

calculer xn où x est un réel positif et n est un entier positif.

Un algorithme peut servir à résoudre un problème. L’algorithme est correct si le résultat
est celui attendu, incorrect sinon.
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Algorithmes, programmes et calculs (II)

Dans votre calculatrice, ordinateur, téléphone, etc. . . une information est codée par une
suite de nombres.

Un calcul, c’est donc une transformation d’une suite de nombres en une autre.
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Machines de Turing (I)

Imaginées par Alan Turing en 1936, pour délimiter ce qu’un d’algorithme est capable de
faire ou non.
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Machines de Turing (II)

δ(q, x)
Symbole x

a b ‖ ]

É
ta
t

q
q0 ⊥ ⊥ ⊥ (qb+ , a,→)

qa+ ⊥ (qb++ , a,→) ⊥ ⊥
qb+ ⊥ ⊥ ⊥ (q‖, b,→)

qb++ ⊥ (qb++ , b,→) (qb+ , b,→) ⊥
q‖ (qa+ , a,→) (q‖, b,←) (q‖, ‖,←) (q‖, ‖, ·)

] ] ] ] ] ] ] ] ] ]

q0
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q0 ⊥ ⊥ ⊥ (qb+ , a,→)

qa+ ⊥ (qb++ , a,→) ⊥ ⊥
qb+ ⊥ ⊥ ⊥ (q‖, b,→)

qb++ ⊥ (qb++ , b,→) (qb+ , b,→) ⊥
q‖ (qa+ , a,→) (q‖, b,←) (q‖, ‖,←) (q‖, ‖, ·)

] ] ] ] ]a a b b ‖

q‖
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Machines de Turing (III)

Autre exemple :

δ(q, x)
Symbole x

0 1 ]

É
ta
t

q q0 (q0, 0,→) (q0, 1,→) (q+, 0,←)

q+ (q+, 0,←) (q+, 1,←) (qf , ],→)

qf (qf , 0, .) (qf , 1, .) (qf , ], .)

L’état qf est un état particulier appelé état final.
S’il n’y a qu’un nombre fini de 0 et de 1 sur le ruban autour de la tête de lecture, la
machine remplace le premier ] à droite par un 0 et s’arrête.

Sinon, la machine ne s’arrête jamais et continue indéfiniment à calculer.
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Machines de Turing (IV)

Encore un exemple :

δ(q, x)
Symbole x

0 1 ]
É
ta
t

q q0 (q0, 0,→) (q0, 1,→) (q+, 0,←)

q+ (qf , 1, .) (q+, 0,←) (qf , 1, .)

qf (qf , 0, .) (qf , 1, .) (qf , ], .)

S’il n’y a qu’un nombre fini de 0 et de 1 sur le ruban autour de la tête de lecture, la
machine ajoute 1 au nombre codé en binaire sur son ruban et s’arrête.

Sinon, la machine ne s’arrête jamais et continue indéfiniment à calculer.
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Machines de Turing (IV)

Encore un exemple :

δ(q, x)
Symbole x

0 1 ]
É
ta
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Quelle que soit l’entrée, la machine boucle !
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Machines de Turing (IV)

Encore un exemple :
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Machines de Turing (V)

L’entrée de la machine de Turing est initialement écrite sur le ruban (symboles de
l’alphabet et symbole ]).

La machine calcule étape par étape en respectant les règles de transition.

Dès que l’état final est atteint, la machine arrête son calcul et renvoie le résultat
écrit sur son ruban.

Si l’état final n’est jamais atteint, la machine n’arrête pas son calcul : elle boucle (à
cause de l’entrée ou à cause des règles de transition).
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Le problème de l’arrêt (I)

On oublie les machines de Turing, leur ruban, leurs états et leurs transitions. On parle
maintenant de programme.

Px y

Un programme reçoit en entrée une information codée sous forme de suite de nombres x ,
et soit renvoie en sortie un résultat lui aussi codé par une suite de nombres y , soit ne
s’arrête jamais 	.

Remarque : On peut coder sous forme de suite de nombres n’importe quelle information
finie. En particulier, x peut coder un entier. . . ou un programme ! !
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Le problème de l’arrêt (II)

Question
Est-ce que le programme P s’arrête (atteint un état final) sur l’entrée x ?

Question
Est-ce que le programme P s’arrête toujours (sur toutes les entrées possibles) ?

Question
Est-ce qu’il existe un super programme A qui peut me dire si un programme P s’arrête
sur une entrée x ?
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Le problème de l’arrêt (II)

Question
Est-ce que le programme P s’arrête (atteint un état final) sur l’entrée x ?
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Est-ce que le programme P s’arrête toujours (sur toutes les entrées possibles) ?

Question
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Le problème de l’arrêt (III)

On va montrer que le super-programme A n’existe pas. . .

Pour cela, on raisonne par l’absurde : on suppose que A existe,. . . et on aboutit à une
contradiction !

On suppose donc qu’on a notre super-programme A

A
x

P
OUI si P s’arrête sur x
NON si P 	 sur x

et que A est bien un super-programme, c’est-à-dire qu’il ne se trompe jamais !
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Le problème de l’arrêt (IV)

On utilise deux programmes auxiliaires D et N

Dx

x

x

Nx x

que l’on combine avec A pour construire le programme A+.

Dx
x

x
A

A+

x N ?
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Le problème de l’arrêt (IV)

On utilise deux programmes auxiliaires D et N

Dx

x

x

NNON OUI

que l’on combine avec A pour construire le programme A+.

Dx
x

x
A

A+

x N ?
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Le problème de l’arrêt (IV)

On utilise deux programmes auxiliaires D et N

Dx
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Nx x

que l’on combine avec A pour construire le programme A+.
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Le problème de l’arrêt (V)

On donne en entrée A+ à notre programme A+. Que se passe-t-il ?

DA+ A

A+

x N ?

Conclusion :
Si le programme A+ répond OUI, cela signifie que le programme A+ boucle.

Mais si le programme A+ boucle, cela signifie le programme A+ répond OUI.
. . .

⇒ contradiction ! ! le super-programme A ne peut pas exister.

Théorème (Turing, 1936)

Il n’existe pas de programme/d’algorithme qui résout le problème de l’arrêt. On dit que le
problème de l’arrêt est indécidable.
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Comment créer ce type de « monstres » mathématiques ?

On construit un objet, et on le donne à manger à lui-même.

Le barbier rase tous ceux qui ne se rasent pas eux-mêmes. Qui rase le barbier ?

L’ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent pas à eux-mêmes se
contient-il lui-même ? (Russell)

. . .

Le raisonnement « tourne en rond » à l’infini ⇒ paradoxe.

On parle d’argument diagonal (Cantor, 1891).
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Comment montrer qu’un problème est indécidable ?

Valable pour les problèmes de décision (ceux pour lesquels la réponse ne peut être que
OUI ou NON).

Un problème est indécidable s’il ne peut pas exister d’algorithme/programme qui le
résout (qui donne la bonne réponse quelle que soit l’entrée).

Pour montrer qu’un problème P est indécidable, une stratégie de démonstration est :

1 On suppose que l’on sait résoudre le problème P à l’aide d’un programme P.
2 On transforme une entrée du problème de l’arrêt en entrée du problème P. La

transformation est telle que les réponses OUI/NON restent inchangées.
3 Pour résoudre le problème de l’arrêt, il suffirait donc de transformer l’entrée et

d’appliquer P.
4 On conclut : comme le programme P ne peut pas exister, alors P est indécidable.
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Lien entre les deux problèmes

Conjecture ( Wang, 1961)

Si un jeu de tuiles de Wang pave le plan, alors il peut le faire de manière périodique.

Problème du Domino
Entrée : Un jeu de tuiles τ
Sortie : Oui s’il existe un pavage valide par τ , Non sinon.

Supposons que la conjecture de Wang est vraie. Alors on peut résoudre le problème du
Domino !

Semi-algorithme 1 :
1 renvoie un motif qui pave le plan de manière périodique s’il existe,
2 boucle sinon.

Semi-algorithme 2 :
1 renvoie un entier n tel que le carré [1; n]× [1; n] ne peut pas être pavé, s’il existe,
2 boucle sinon.
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Pour aller plus loin. . .

Deux ateliers :

1 Autour du problème du Domino.
2 A propos de jeux de tuiles apériodiques.

Merci ! !
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