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BILLARDS MATHÉMATIQUES

Un billard mathématique est constitué d’une table sur laquelle une bille se
déplace en ligne droite à vitesse constante et rebondit sur les bords de la table
selon les lois de l’optique géométrique : l’angle d’incidence est égal à l’angle de
réflexion. L’objectif est d’étudier la nature des trajectoires dans un billard polygo-
nal, c’est-à-dire pour lequel la table est un polygone.

1. Trajectoires p

´

eriodiques

Une trajectoire est périodique si elle repasse par le point de départ dans la di-
rection initiale. L’image suivante montre une trajectoire périodique dans un billard
hexagonal. Cette trajectoire est un triangle.

On souhaite comprendre quelles sont les trajectoires périodiques dans les billards
polygonaux. Voilà quelques pistes de réflexion, non exhaustives ! Attention, cer-
taines questions peuvent avoir des réponses très simples, d’autres beaucoup moins.
A vous de choisir celles qui vous interpellent le plus ou bien d’en inventer d’autres. . .

Question. Quelles sont les trajectoires périodiques dans un billard rectangulaire ?

Question. Existe-t-il des billards triangulaires qui contiennent des trajectoires
périodiques ? Si oui, lesquels ?

Question. Existe-t-il un billard polygonal qui ne contient pas de trajectoire périodique ?
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2 BILLARDS MATHÉMATIQUES

2. Nature des trajectoires

Une trajectoire est dense si elle passe arbitrairement près de n’importe quel point
de la table.

Question. Un billard carré contient-il des trajectoires denses ?

Question. Existe-t-il un billard polygonal contenant une trajectoire qui passe par
tous les points de la table ?

Question. Existe-t-il un billard polygonal ne contenant aucune trajectoire dense ?

Question. Existe-t-il des billards polygonaux contenant des trajectoires qui ne
sont ni périodiques, ni denses ? Si oui, à quoi ressemblent de telles trajectoires ?



École Math-en-folie, Lyon, août 2016 
 

Thème « Pavages, apériodicité et calculabilité » 
 

Atelier 1 : Le problème du Domino 
 
 
Atelier proposé par Nathalie Aubrun 
 
 
On s'intéresse au problème connu sous le nom de "problème du Domino", qui tire son nom du 
célèbre jeu. Étant donné un nombre fini de tuiles de Wang, peut-on trouver un pavage valide 
du quadrillage infini ? 

• Tuile de Wang : tuile carré portant une couleur sur chaque côté  
• Pavage valide : deux tuiles de Wang ne peuvent être voisines que si leur côté commun porte 

la même couleur. De plus, on n'a pas le droit de faire tourner les tuiles. 
 
 
Voici, pour vous donner des pistes et vous aider à attaquer le problème, une liste de questions 
auxquelles vous confronter. Celle-ci n'est pas exhaustive ! N'hésitez pas à solliciter vos encadrants, 
ou moi-même lorsque je passerai vous voir. Il est conseillé de s'attaquer à ces questions dans l'ordre 
proposé. 
 

1. Pouvez-vous caractériser les jeux finis de dominos 1D qui permettent de paver la ligne 
infinie ? 

2. Ce résultat est-il transposable dans le cas 2D ? 
3. Si je vous donne une machine de Turing, pouvez-vous définir un jeu de tuiles qui encode ses 

calculs ? 
4. Est-ce que la construction précédente permet de montrer l'indécidabilité du problème du 

Domino ? Pourquoi ? 
5. Pour vous aider à aller plus loin, résolvez (i.e. construisez) le puzzle de Robinson. Peut-on 

paver la totalité du plan avec ce jeu de tuiles ? 
6. Le problème du Domino est-il alors décidable ? 

 
 
Matériel à votre disposition : 

• tableau magnétique 
• ordinateur avec accès internet, et casque/écouteurs 
• puzzle de Robinson, version magnétique en bois 
• domino à deux, trois, quatre, cinq, six couleurs, version papier  
• tuiles de Wang à deux et trois couleurs, version papier  
• scotchs de différentes couleurs 
• crayons ou feutres de couleurs 
• de quoi faire des photos 

 



École Math-en-folie, Lyon, août 2016 
 

Thème « Pavages, apériodicité et calculabilité » 
 

Atelier 2 : (A)Périodicité 
 
 
Atelier proposé par Nathalie Aubrun 
 
 
On s'intéresse au problème suivant : Existe-t-il un jeu fini de tuiles de Wang qui possède la 
propriété d'être apériodique (il est possible de paver le quadrillage infini avec, mais aucun des 
pavages valide n'est laissé invariant par translation) ? 

• Tuile de Wang : tuile carré portant une couleur sur chaque côté 
• Pavage valide : deux tuiles de Wang ne peuvent être voisines que si leur côté commun porte 

la même couleur. De plus, on n'a pas le droit de faire tourner les tuiles. 
 
 

Voici, pour vous donner des pistes et vous aider à attaquer le problème, une liste de questions 
auxquelles vous confronter. Celle-ci n'est pas exhaustive ! N'hésitez pas à solliciter vos encadrants, 
ou moi-même lorsque je passerai vous voir. Il est conseillé de s'attaquer à ces questions dans l'ordre 
proposé. 
 

1. Que se passe-t-il dans le cas des pavages de la ligne infinie par des dominos ? 
2. Étant donné un jeu de tuiles de Wang, que peut-on dire de l'ensemble des périodes (tailles 

des motifs périodiques) qu'il peut réaliser ?  
3. Résolvez le puzzle de Robinson. Peut-on paver la totalité du plan avec ce jeu de tuiles ? Le 

pavage est-il apériodique ? Pourquoi ? 
4. Mêmes questions avec le pavage de Penrose. 

 
 
Matériel : 

• tableau magnétique 
• ordinateur avec accès internet, et casque/écouteurs 
• puzzle de Robinson, version magnétique en bois 
• puzzle de Penrose (version magnétique en bois ou version papier) 
• domino à deux, trois, quatre, cinq, six couleurs, version papier 
• tuiles de Wang à deux et trois couleurs, version papier 
• scotchs de différentes couleurs 
• crayons ou feutres de couleurs 
• de quoi faire des photos 
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Sujet 1 : Détection d’incendie dans un bâtiment

Le directeur d’un musée veut protéger son musée des incendies. Pour cela il veut placer des détecteurs
dans son musée. Un détecteur s’allume s’il y a un feu dans la pièce où il se situe ou dans une des pièces
voisines. Il faut placer les détecteurs de sorte de pouvoir localiser précisément le lieu du feu lorsqu’il y en
a un. Ainsi, il faut que :

1. chaque pièce contienne un détecteur ou bien soit à côté d’une pièce contenant un détecteur (pour
que chaque feu soit détecter) ;

2. pour chaque pièce, l’ensemble des détecteurs qui vont s’allumer en présence d’un feu soit unique
(pour pouvoir localiser le feu).

Ces détecteurs coûtent très cher ! Comment les placer pour en utiliser un nombre minimum?

Modélisation : Ce problème peut se modéliser avec un graphe. Les sommets sont les pièces, les arêtes
sont entre deux pièces voisines. On cherche donc un ensemble de sommets S (les détecteurs) tel que :

1. S soit un ensemble dominant : tout sommet du graphe hors de S à un voisin dans S ;

2. pour chaque sommet x de G, on liste les voisins de x dans S, cette liste est non vide et unique.

Exemple : Dans le musée ci-dessous, il y a 6 salles. Un détecteur dans la salle 5 pourra détecter un feu
dans les salles 1,2,3,5 et 6 mais pas dans la salle 4. En plaçant les détecteurs dans les salles 1,4,5,6 cela
fonctionne. Par exemple si les détecteurs 5 et 6 s’allument, le feu est obligatoirement dans la salle 3.
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Représentation avec un graphe

Questions Voilà quelques pistes de réfléxion, non exhaustives ! Attention, certaines questions peuvent
avoir des réponses très simples, d’autres beaucoup moins. A vous de choisir celles qui vous interpellent le
plus ou bien d’en inventer d’autres...

— Est-il toujours possible de trouver un tel ensemble ?
— Pour des graphes simples (chemins, grilles, ...), quels sont les plus petits ensemble ?
— Comment savoir si l’ensemble est optimal ?
— Pour un graphe avec un nombre fixé de sommets, quelle est la taille minimale d’un tel ensemble ?
— Quels sont les plus mauvais graphes pour ce problème ? Les meilleurs ? Si on veut que cela représente

e↵ectivement un musée ?
— ...
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Sujet 2 : Localisation d’un robot dans un graphe

Un robot se déplace dans un graphe. Pour qu’il puisse se repérer, on place des bornes sur les sommets
du graphe. Lorsque le robot est sur un sommet, il connait les distances à chacune des bornes. On veut
placer les bornes de sorte que cette information – les distances à chaque borne – lui permette de retrouver
le sommet sur lequel il est situé. Comment faire pour placer les bornes ? Quel nombre minimal de bornes
faut-il ?

Exemple : Dans le graphe ci-dessous, on peut s’en sortir avec trois bornes placées sur les sommets
1,2,4. Si le robot est sur le sommet 3, il est à distance 2 de chaque borne, et c’est le seul sommet dans ce
cas. On peut ainsi vérifier que chaque sommet a des distances uniques aux bornes. En enlevant la borne
sur le sommet 2, cela ne fonctionne plus car le sommet 2 et le sommet 3 sont tous les deux à distance 2
des bornes 1 et 4 et le robot ne peut pas savoir s’il est sur le sommet 2 ou 3. Mais peut-être qu’en plaçant
deux bornes autrement cela est possible ?
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Questions Voilà quelques pistes de réfléxion, non exhaustives ! Attention, certaines questions peuvent
avoir des réponses très simples, d’autres beaucoup moins... A vous de choisir celles qui vous interpellent
le plus ou bien d’en inventer d’autres...

— Est-il toujours possible de placer les bornes ?
— Pour des graphes simples (chemins, grilles, ...), où mettre les bornes ?
— Avec une borne, quels graphes peut-on avoir ? Avec deux ?
— Quels sont les plus mauvais graphes pour ce problème ? Les meilleurs ?
— Comment savoir si le nombre de bornes est optimal ?
— Mêmes questions si les bornes ont un rayon d’action limité (on ne les voit que sous une certaine

distance, sinon il n’y a pas de signal).



Atelier : À quelle heure est-il midi ?

Midi, comme la plupart des notions temporelles, est défini par rapport au mouve-

ment du soleil dans le ciel : il est midi quand le soleil est au sud. Pourtant, quand il est

midi à ma montre, le soleil est parfois légèrement décalé vers l’est, parfois légèrement

décalé vers l’ouest, et le soleil de midi décrit au cours de l’année une belle et étrange

courbe en forme de huit.

Midi à ma montre et midi solaire ne cöıncident pas, la durée du jour n’est pas

constante !

L’objectif de l’atelier est d’expliquer ce décalage, et peut-être même de le quan-

tifier. Je n’en dis pas plus, vous avez toutes les clefs en main pour émettre vos hy-

pothèses, les refuter ou les démontrer !

1



Description de l'atelier à destination des stagiaires 
 
Avec du matériel d'école primaire, ficelle, crayons de couleur, papier, 
ciseaux etc. on cheminera entre la magie des tours automatiques (ce qui 
ne veut pas dire qu'ils soient faciles à réaliser !) et les surprises 
qu'amènent les tentatives de les comprendre. 
On s'intéressera aux formes, ou plutôt aux transformations, aux 
déformations ... et même aux informations nécessaires pour les 
transmettre ! 
Une participation active, y compris corporelle, sera demandée lors de 
l'atelier : il faudra réaliser des tours de magie ! La restitution de 
l'atelier pourra prendre la forme d'un spectacle. 


